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los elementos de X*, viéndolos mas como “vectores” de X* que como
funcionales en X.
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Expresion en la que tanto x como x* pueden ser la variable.
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Sabemos que:

X[ = max{[f(x)]: [[fl <1} (xeX) @
IFll = sup{[F(): X[ <1} (FeX?)

Para resaltar esta simetria, suele usarse la notacion x* para representar a
los elementos de X*, viéndolos mas como “vectores” de X* que como
funcionales en X.Ademas usaremos de vez en cuando la notacion:

(X|x*) =x*(x) (x*eX*, x€X).
Expresion en la que tanto x como x* pueden ser la variable.

Si X es un espacio hormado, el segundo dual de X, es el espacio de Banach
X = (X*)* = L(X*,K), que se llama bidual de X, cuyos elementos suelen
representarse de forma genérica por x** y cuya norma esta definida por

[ = sup {[X*(x7)[ : [IX*[| < 1} = min {m >0 - [x™(x")| < ml|x*[|}
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Para cada x € X, fijo, podemos considerar el “funcional de evaluacion en x”,
que representaremos por J(x) (o también Jx (x) cuando se quiera
especificar el espacio X) y es el funcional que a cada x* € X* hace
corresponder su evaluacién en x

J(x): X" =K, (I(X))(x*)=x*(x) Vx*eX*
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Por tanto, la aplicacion J : X — X** que a cada x € X hace corresponder el
funcional de evaluacion en x, J(x) € X**, que, evidentemente, es lineal, es
una isometria lineal que se llama la inyeccidn candnica del espacio
normado X en su bidual .
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Para cada x € X, fijo, podemos considerar el “funcional de evaluacion en x”,
que representaremos por J(x) (o también Jx (x) cuando se quiera
especificar el espacio X) y es el funcional que a cada x* € X* hace
corresponder su evaluacién en x

J(x): X" =K, (I(X))(x*)=x*(x) Vx*eX*

La desigualdad |(J(x))(x*)| = [x*(x)| < [[x]||[x*|| nos dice que J(x)€X**y
[13(x)]| < |Ix]|-De hecho, se tiene la igualdad, pues por (1) tenemos que

9O = sup {IO)O)] = (XTI < 1} = sup {[x"(x)[ = X[ < 1} = [Ix]|

Por tanto, la aplicacion J : X — X** que a cada x € X hace corresponder el
funcional de evaluacion en x, J(x) € X**, que, evidentemente, es lineal, es
una isometria lineal que se llama la inyeccidn candnica del espacio
normado X en su bidual .

La inyeccion candnica J identifica totalmente a X con un subespacio de X**,
simbdlicamente: X = J(X).
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Proposicién. Si X es un espacio normado no completo, existe un espacio de
Banach completo X y un isomorfismo isométrico de X sobre un subespacio
denso en X. El espacio X es Gnico salvo por isomorfismos isométricos.
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Proposicién. Si X es un espacio normado no completo, existe un espacio de
Banach completo X y un isomorfismo isométrico de X sobre un subespacio
denso en X. El espacio X es Gnico salvo por isomorfismos isométricos.

Se dice que un espacio de Banach X es reflexivo cuando la inyeccion
canonica de X en X** es sobreyectiva, es decir, cuando J(X) = X**.En tal
caso, J es un isomorfismo isométrico de X sobre X**, X = X**, y tenemos
una total simetria entre X y X* ya que el espacio dual de X* se identifica con
X.

@ Todo espacio normado de dimension finita es reflexivo.
@ Todo espacio de Hilbert H es reflexivo.
@ Paral < p <« los espacios ¢p y Lp(€2) son reflexivos.

@ Teniendo en cuenta que un espacio reflexivo es separable si, y sélo si,
su dual es separable, se deduce que ¢; no es reflexivo.

Proposicion. Un espacio de Banach X es reflexivo si, y sélo si, su dual X*
es reflexivo.
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Sea X un espacio normado y sean A C X y B C X* conjuntos no vacios.
Definimos

At = {x*eX*:(x|x*) =0 ¥xeA}
B = {xeX:(x|x*)=0 vx*eB}

Al se llama anulador de A en X*, y -B se llama anulador de B en X.
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Sea X un espacio normado y sean A C X y B C X* conjuntos no vacios.
Definimos

At = {x*eX*:(x|x*) =0 ¥xeA}
B = {xeX:(x|x*)=0 vx*eB}
Al se llama anulador de A en X*, y -B se llama anulador de B en X.
Puesto que
{x*eX*: (x|x*) =0 ¥xeA} = {x*eX*: (x|x*) =0 ¥xeLin(A)} =
= {x*eX*: (x|x*) =0 vxeLin(A)}
se verifica que A+ = (Lin(A))L = (m(A))L.
Esclaro que AC+(AY)yque B C (LB)L. También es claro que si

A1 CAC XYy
By C B, C X* entonces Ay C Af, “B, C* B;.
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Proposicion. Sea X un espacio normadoy sean A C X y B C X* conjuntos

no vacios.
(@) Aty B* son subespacios cerrados de X* y X respectivamente. De
hecho
At = {x*eX*:(x|x*)=0} = [ kerJ(x)
XeA XeA
tB= [ {xeX:(x|x*)=0} = () kerx*
x*eB x*ecB
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Proposicion. cg no es reflexivo y, por tanto, . no es reflexivo.
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es un isomorfismo isomeétrico.
(b) SiM es cerrado, entonces (X /M)* = M+, Concretamente, si
m: X — X /M es la aplicacion cociente, la aplicacion W : (X /M)* — M+
dada por
V(f)y=fomr  (fe(X/M)¥)
es un isomorfismo isométrico.

Sean X e Y espacios normados. Dado un operador T €L(X,Y ) podemos
definir un operador T* : Y* — X* por
X|T*y*) =(Tx|y*) (y*eY*xeX)

Es decir, T*y* =y*oT porloque T*y*eX*y || T*y*|| <||T|||ly*| de donde
se sigue que T*eL(Y*,X*)y ||T*|| < ||T||. El operador T* se llama
transpuesto de T.

Dualidad en Espacios de Banach



Proposicion. Sean X, Y y Z espacios normados. Entonces:

Dualidad en Espacios de Banach



Proposicion. Sean X, Y y Z espacios normados. Entonces:

(a) Paracada T eL(X,Y), ||T*||=|T||. De hecho, la aplicacion T — T* es
una isometria lineal de L(X,Y) en L(Y*,X*).

Dualidad en Espacios de Banach



Proposicion. Sean X, Y y Z espacios normados. Entonces:

(a) Paracada T eL(X,Y), ||T*||=|T||. De hecho, la aplicacion T — T* es
una isometria lineal de L(X,Y) en L(Y*,X*).

(b) SITeL(X,Y)ySeL(Y,Z),entonces (SoT)*=T*oS".

Dualidad en Espacios de Banach



Proposicion. Sean X, Y y Z espacios normados. Entonces:

(a) Paracada T eL(X,Y), ||T*||=|T||. De hecho, la aplicacion T — T* es
una isometria lineal de L(X,Y) en L(Y*,X*).

(b) SITeL(X,Y)ySeL(Y,Z),entonces (SoT)*=T*oS".
(©) (Ix)*=Ix=-

Dualidad en Espacios de Banach



Proposicion. Sean X, Y y Z espacios normados. Entonces:

(a) Paracada T eL(X,Y), ||T*||=|T||. De hecho, la aplicacion T — T* es
una isometria lineal de L(X,Y) en L(Y*,X*).

(b) SITeL(X,Y)ySeL(Y,Z),entonces (SoT)*=T*oS".
(©) (Ix)*=Ix=-

Dualidad en Espacios de Banach
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(a) Paracada T eL(X,Y), ||T*||=|T||. De hecho, la aplicacion T — T* es
una isometria lineal de L(X,Y) en L(Y*,X*).
(b) SIiTeL(X,Y)ySeL(Y,Z), entonces (SoT)* =T*oS*.

(©) (Ix)" =Ix-.
Dado T €L(X,Y), su transpuesto T*L(X*,Y *), y podemos considerar su
transpuesto, (T*)* = T**eL(X**,Y**).Como las respectivas inyecciones
canonicas Jx y Jy identifican X e Y con subespacios en X** e Y **
respectivamente, es natural preguntarse si en cierto sentido es posible ver a
T** como un “extension” de T. El siguiente diagrama pone de manifiesto lo
gue cabe esperar.

T
X———— v
Ix Jv
T**

X ** SV

Efectivamente, se verifica que T**oJy =Jy oT.
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